Grado en Matematicas — Ejercicios de Analisis Funcional
Espacios de Hilbert

1. Sea H un espacio prehilbertiano. Prueba que:

a) Si X,y €H son tales que ||X|| = ||y|| =

2
la esfera unidad de H no contiene segmentos no triviales.

, entonces X = y. En particular,

b) Para todo £ > 0 existe 6 > 0 tal que para todos X, y € Bg; con ||[X — y|| > & se

<1-¢.

verifica que

2. Prueba que en un espacio de Hilbert de dimension infinita una base ortonormal nunca
es una base algebraica.

3. Da una demostracién directa del teorema de Riesz-Frechet para el caso de un espacio
de Hilbert separable.

4. En el espacio vectorial X = {XGKN DI Ix(n)|? < oo} se considera el producto
escalar definido para todo X, y € X por

(o)

<X|y> _ Z X(n)y(n)

n=1 n
Prueba que la norma definida en X por dicho producto escalar no es completa. Estudia

0 2
xX(n
si dicha norma es completa en el espacio Y = { xe K" : Z % < oo}.
n=1
n
Sugerencia. Considera la sucesion {X,} dada por X = Z —— ek donde los ek son los

k=1
vectores unidad.

1)

5. Sea H un espacio de Hilbert y a€ H, a # 0. Prueba que dist(x, {a}*) = Tl

6. Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H, y sea ze H. Prueba que
min {||z- X|| : xe M} = méx {|(Z]y)| : ye M*, [Iy]l = 1}

Sugerencia. Sea Zz = U+ v con U € M, v € M+, Se tiene ||v|| = ||lz-u|| =
min {||z— X|| : xe M}. Prueba que [|v|| = médx {|(Z]y)| : yeM*, ||ly]| = 1}.
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7. a) Calcular el minimo valor de j |X3 —a—bx- CX2|2 dx cuando a b, ceC.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

-1

b) Calcula el méximo de donde g cumple las condiciones

1
j 3g(t) dt

-1

1 1 1 1
fg(t)dt = jg(t)tdt - fg(t)tzdt - 0, f|g(t)|2dt ~ 1
-1 -1 -1 -1

n

o X(n
. Se considera el espacio prehilbertiano (Cyo, || ||2). Sea M = {Xeq)o : Z x(n) = O},

n=1
Prueba que M es un subespacio cerrado de Cy y calcula M+.; Es cierto el teorema de

Riesz-Fisher en Cyg?
x(n) _
Prueba que M = {Xxe{; : Z no es un subespacio cerrado de ¢5.

Sean M y N subespacios cerrados de un espacio de Hilbert tales que M L N. Prueba
que el subespacio M + N es cerrado.

Sea M = Lin({e| —ej,ex —e3}) C €. Describe el complemento ortogonal de M en
(> y las proyecciones ortogonales sobre M 'y M=,

Sea A = {eyn_1 +€n : NEN} C ¢,. Describe los espacios M = At y M+ y calcula
las proyecciones ortogonales sobre los mismos.

Sea M = {xet; : X(4n) — x(4n —2) = 0 VneN}. Calcula las proyecciones ortogo-
nales de ¢, sobre M y sobre M~.

Sea M = {xef,: x(1) = X(2) = X(2) — X(3) = 0}. Calcula las proyecciones ortogo-
nales de ¢, sobre M y sobre M~.

Calcula los desarrollos de Fourier en el sistema trigonométrico de las funciones
f(t) =ty f(t) = t? y prueba que

1 o 1
I

n=1 n=1

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada



